Quelques tests non paramétriques
pour le traitement des petits échantillons

Arnaud BRINGE

Introduction

Dans des cas classiques d'échantillons de taille suffisamment importante (n>30), ou de
lois respectant fidélement une loi normale, les tests de Fisher et de Student peuvent étre
utilisés afin de tester une différence significative de mesure entre plusieurs populations.
Cependant, ces hypotheéses nécessitent des regles d'application assez strictes sur
l'adéquation des données a la loi normale.

Les méthodes non paramétriques requierent, elles, peu d'’hypotheses concernant la
population étudiée. Elles ignorent notamment I'hypothése de la normalité de la population.
Ces tests représentent le meilleur moyen de prendre en compte de petits échantillons,
pour lesquels les hypothéses pour appliquer les tests habituels ne sont pas respectées.
Ainsi, en deca de 30 observations, il peut étre hasardeux d'approximer I'échantillon par
une loi Normale.

On parle de tests non paramétriques lorsque l'on ne fait aucune hypothése sur la
distribution des variables, et donc aucune hypothése sur la distribution sous-jacente des
données.

Les tests non paramétrigues sont basés sur l'utilisation de statistigues de rang (par
exemple des notes attribuées, ou un classement entre individus). lls peuvent s'appliquer a
des caractéres quantitatifs, a des grandeurs de mesure, a des rangs de classement.

Un test non paramétrique est donc un test d'hypothése pour lequel il n'est pas nécessaire
de spécifier la forme de la distribution de la population étudiée.

Il faut cependant que les observations soient indépendantes, c'est-a-dire que la sélection
d'un quelconque individu dans la population en vue de former un échantillon ne doit pas
influencer le choix des autres individus.

L'efficacité des tests non paramétriques n'est que légérement inférieure a celle de leurs
équivalents paramétriques quand la distribution de la population étudiée est spécifiée, par
exemple la loi normale. D'aprés Dodge [2007], elle peut s'avérer supérieure quand la
distribution de la population dévie de la loi normale.

Nous ne présenterons dans ce qui suit que quelques tests non paramétriques : Mann-
Whitney et Wilcoxon dans le cas de deux échantillons, Wilcoxon dans le cas d'échantillons
appariés, et Kruskal-Wallis dans le cas d'une comparaison a plus de deux échantillons.
Une feuille de calcul illustrera parallélement le calcul effectué dans l'utilisation de chacun
de ces tests. Notre but n'est pas d'étre exhaustif, de présenter un catalogue de ces tests
assez anciens, mais de montrer un exemple de leur utilisation.



Le test de Mann-Whitney

Principe

On dispose de mesures d'une variable sur un premier échantillon A de taille n provenant
d'une population Py, noté (X1, Xz,...X;) et sur un second échantillon B de taille p provenant
d'une population P, noté (Y, Yz, ... Yp).

Ces échantillons vont étre fusionnés et classés par ordre croissant des valeurs de cette
mesure.

Pour chaque élément X; de X, on calcule le nombre total d'éléments de Y supérieurs a cet
élément de X augmenté de la moitié du nombre de fois ou un élément de Y est égal a X,.

La statistique de Mann-Whitney Uy, sera la somme de ce calcul sur I'ensemble des
éléments de X. On calcule de la méme maniére Uy, somme sur tous les Y; du nombre
total d'éléments de X supérieurs a cette valeur, augmentée de la moitié du nombre de fois
ou il y a egalité). On peut montrer que Uy=np-Uy,. Les grandeurs U,y et Uy, vont donc étre
calculées sur cet ensemble de (n+p) observations.

Si les deux groupes étaient completement sépares, alors U,=0 et Uy,=np (ou Uy,=0 et
Uxy=np selon le cas). Inversement, si les groupes sont parfaitement semblables, U,y = Uy,=
np/2

La plus petite des deux statistiques calculées (Uyy, Uyx) est comparée a une statistique U
de Mann Whitney tabulée. Si min(U,y,Uyx)<U, alors I'nypothese d'égalité des distributions
des populations P; et P, sera rejetée.

Remarques :

A Si m,n>12, alors la loi de U est approximée par la loi normale de moyenne

ﬂ:m;‘n et décart type o= /—m*”*(lr2+n+l). On compare alors la statistique

U-u . .
— a la valeur lue dans la table de la loi normale centrée réduite.

A Les valeurs sont lues dans une table de Mann-Whitney, reproduite notamment sur
le site http://math.usask.ca/~laverty/S245/Tables/wmw.pdf . On utilisera pour le test
la plus petite des deux valeurs Uy, et Uyy. Le test sera significatif si cette valeur est
inférieure a la valeur lue dans la table.



http://math.usask.ca/~laverty/S245/Tables/wmw.pdf�

Le test de Wilcoxon
Principe

Le cadre d'utilisation de ce test sera le méme que pour le test de Mann-Whitney, deux
échantillons de taille n et p. Ces deux échantillons seront réunis selon une procédure
identique.

On attribue ensuite un rang a chacune de ces valeurs dans ce vecteur de dimension
(n+p). Si plusieurs observations présentent la méme valeur de cette mesure, un rang
moyen est assigné. Comme pour le test de Mann-Whitney, cette procédure s'applique
dans le cadre de mesures, ou de variables au moins ordinales. On attribue ensuite un
rang a chacune de ces valeurs dans ce vecteur de dimension (n+p).

n

On note R(Xi) le rang associé a l'observation X;, et on calcule la statistique w = ZR(Xi)
i=1

On peut montrer qu'il existe une relation liant les statistiques U de Wilcoxon et T de Mann-

Whitney [Dodge, 2007] : U = np+@q



Test de Wilcoxon pour échantillons appariés
Principe

On se place ici dans un cadre différent. On dispose de deux échantillons A et B, tous deux
de taille n, représentant deux valeurs d'une mesure effectuées a deux instants t; et t, sur
les mémes individus.

On calcule dans un premier temps les différences entre les valeurs prises par les deux
mesures appariées pour chaque individu, puis ces valeurs sont classées par rang. On
note W la somme des rangs des différences positives. On peut ensuite comparer W a des
valeurs tabulées (a risque fixé) ou utiliser un logiciel pour calculer une p-value.

Sous I'hypothese Hy, il n’y a pas de différence entre les deux groupes et donc la somme
des rangs positifs ne sera pas significativement différente de la somme des rangs négatifs.
Le rejet de Ho indiquera donc que la somme des rangs positifs n’est pas égale a la somme
des rangs négatifs et qu’il y a une différence entre les deux groupes comparés. La table de
Wilcoxon donne la limite inférieure de T, plus faible total de rangs positifs ou négatifs.



Kruskal-Wallis
Principe

On dispose de mesures d'une variable sur k échantillons A; de taille n;, A2 de taille ny, ...
Ak de taille ny, et on cherche a mesurer si ces mesures sur les k échantillons sont
identiques, ou si au moins une mesure sur un échantillon est différente des autres.

Soit n la taille totale des k échantillons. En réitérant la procédure du test de Wilcoxon
adaptée cette fois-ci a n échantillons, on fusionne les n échantillons et on applique un
indice de rang a chacune des observations. De la méme maniere que précédemment, on
appligue un rang moyen si plusieurs observations ont la méme valeur.

Comme indiqué dans Dodge [2007], si le nombre de rangs moyens est limité, alors on
k

. . 12 R?
calcule la statistigue suivante : H=| —=——-% — |_3(n+1
a [n(n+1); n; ] (n+1)

De plus, si le nombre de rangs moyens est important, la statistigue H est divisée par un

Zg:(tf—ti)

terme 1-=—, avec g nombre de groupes contenant des rangs moyens et t; la taille de
n"—n

chaque groupe contenant des rangs moyens.
Tests effectués

(Ho) : Il n'y a pas de difféerence significative de la mesure entre les différents échantillons
(Hy) : Il existe au moins un échantillon pour lequel les valeurs de la mesure sont
significativement différentes de celles des autres échantillons.

Si H est supérieur a la valeur 47,,,lue dans une table, alors I'hypothése nulle sera
rejetee.

Exemple

Sur le classeur joint figurent 2 exemples de tests de Kruskal-Wallis. Les différentes
grandeurs énoncées précédemment sont calculées, la correction pour les rangs moyens
est systématiquement indiguée méme si elle n'a pas lieu de s'appliquer dans le cas
présents, le nombre de groupes de rangs moyens étant assez faible. Le premier exemple
ne permet pas de conclure a une différence entre les échantillons, le second exemple
rejette I'hypothése nulle et permet de mettre en valeur qu'au moins un échantillon est
différent des autres.
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